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Obróbka wykresu indykatorowego z zastosowaniem
ruchomych obiektów aproksymuj¹cych

W pracy zaprezentowano mo¿liwoœci obróbki wykresów indykatorowych za pomoc¹ opracowanych przez autora rucho-
mych obiektów aproksymuj¹cych opartych na kryterium najmniejszych kwadratów. W³aœciwoœci obiektów aproksymuj¹-
cych s¹ kszta³towane g³ównie przez zastosowanie aproksymacji wielokrotnej i ³¹czenie segmentów funkcji z zastosowa-
niem wêz³ów giêtkich: sklejanych, nitowanych i ³amanych. Na przyk³adzie obróbki wykresów indykatorowych okrêtowego
silnika œrednioobrotowego porównano jakoœæ aproksymacji przebiegów dla kilku typów obiektów aproksymuj¹cych.
Podano przyk³ady wyg³adzenia przebiegów i wyznaczenia pochodnych oraz wydzielenia z przebiegów zak³óceñ wysoko-
czêstotliwoœciowych i spowodowanych przez kana³y gazowe.
S³owa kluczowe: ruchoma aproksymacja, funkcje giête, metoda najmniejszych kwadratów, wyg³adzanie, generowanie
pochodnych, dekompozycja zak³óceñ, wykres indykatorowy, silnik spalinowy

The processing of indicator diagrams with the use of the moving approximating objects

This paper presents the possibilities of the processing of indicator diagrams by means of the moving approximation objects
developed by the author, which are based on the least squares method. The rules of creating the approximating objects with
the use of the spline knots have been discussed: glued, riveted and broken knots as well as multiple approximation. By
using the example of the processing of indicator diagrams of the medium-speed marine engine, the quality of the mileage
approximation for a few types of the approximating objects has been compared. Some examples of curve smoothing and
determining of derivatives and separating the high-frequency noise and disturbances caused by gas channels have been
presented as well.
Key words: moving approximation, spline functions, least squares method, smoothing, generation of derivatives, decom-
position of disturbances, indicator diagram

1. Aproksymacja i wyg³adzanie danych pomiarowych
Dane pomiarowe zawieraj¹ informacjê o wartoœciach wiel-

koœci mierzonej w punktach pomiarów oraz o przebiegu za-
le¿noœci wielkoœci mierzonej od argumentu. S¹ one obarczo-
ne ró¿nego rodzaju b³êdami i zak³óceniami. Celem obróbki
danych pomiarowych jest oszacowanie wartoœci rzeczywi-
stych wielkoœci pomierzonych lub poszukiwanie zale¿noœci
funkcyjnych, których model matematyczny jest znany lub
tak¿e poszukiwany. Je¿eli nie udaje siê stworzyæ adekwatne-
go modelu matematycznego przebiegu wielkoœci mierzonej,
to najczêœciej  jest on przybli¿any kombinacj¹ liniow¹ wybra-
nych funkcji elementarnych:

, (1)

gdzie: ŷ – funkcja aproksymuj¹ca, f1, f2, ... , fk – liniowo nieza-
le¿ne funkcje elementarne, a1, a2, ... , ak – poszukiwane wspó³-
czynniki (sta³e).

Spoœród funkcji elementarnych dobierane s¹ najczêœciej
wielomiany potêgowe lub trygonometryczne. Te ostatnie s¹
na ogó³ stosowane, gdy poszukiwane jest widmo czêstotli-
woœciowe przebiegu.

Wspó³czynniki ak w  równaniu (1) s¹ z regu³y wyznacza-
ne z warunku minimum funkcjona³u stanowi¹cego definicjê
metody najmniejszych kwadratów:
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1. Approximation and smoothing the measure-
ment data

The measurement data contain the information about the
values of the quantity taken in the measurement points. They
also contain the information on the dependence of the quanti-
ty measured from the argument. They are charged with various
errors or disturbances. The main goal of the processing of the
measurement data is to assess the real values of the measured
quantities or seek the function dependencies whose mathe-
matical model is known or also sought. If it turns out impossi-
ble to create the adequate mathematical model of the course of
the measured quantity then it is often approximated by linear
combination of  selected elementary functions:

kk2211 fa...fafaŷ +++= (1)

where: ŷ – approximating function, f1, f2, ... , fk – linearly
independent elementary functions, a1, a2, ... , ak – unknown
coefficients (constant).

From the elementary functions the power or trigonomet-
ric polynomials are most often selected. The trigonometric
polynomials are used when a frequency spectrum of the func-
tion course is sought.

The coefficients ak in the equation (1) are generally de-
termined from the condition of the minimum of the functional
constituting the definition of the least squares method:
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gdzie: iy~ – wartoœci pomierzone, 

iŷ

– wartoœci z aproksyma-
cji, N – liczebnoœæ zbioru pomiarowego.

Relacje pomiêdzy wartoœciami pomierzonymi, rzeczywi-
stymi i uzyskanymi  z aproksymacji okreœla równoœæ:

RiMiiRiii εεŷεyy~ ++=+= , (3)
gdzie: yi – wartoœæ rzeczywista wielkoœci mierzonej, εRi – b³¹d
pomiaru, εMi – b³¹d modelu.

W niektórych przypadkach nale¿y dodatkowo sprawdzaæ
normalnoœæ rozk³adu εRi, objawem naruszenia czego mo¿e
byæ wystêpowanie nadmiernych odchyleñ, mog¹cych zna-
cz¹co zniekszta³ciæ uzyskany model.

We wzorze (3) pominiêto b³êdy obliczeniowe (b³êdy ogra-
niczenia i zaokr¹glenia [5]), które mog¹ tak¿e stanowiæ przy-
czynê przyjêcia nieadekwatnego modelu. Takie zjawiska mog¹
wyst¹piæ w aproksymacji ca³oprzedzia³owej wielomianami wy-
sokich stopni, a tak¿e  funkcjami sklejanymi [7, 8] i falkami [14].

Jednym ze sposobów unikniêcia b³êdów tego rodzaju jest
podzielenie ca³ego przedzia³u danych na mniejsze przedzia³y
aproksymacji, co stwarza mo¿liwoœæ zastosowania wielomia-
nów ni¿szych stopni [12].

Czêsto aproksymacja bywa nazywana wyg³adzaniem.
Ralston okreœli³ pojêcie wyg³adzania w ten sposób, ¿e je¿eli
przybli¿enie zachowuje informacje o funkcji wynikaj¹ce z
pomiarów, a zaciera  zak³ócenia, to mówi siê, ¿e wyg³adza
(wyrównuje) dane pomiarowe [12]. Wszystkie metody wy-
g³adzania i aproksymacji bêd¹ powodowa³y wiêksze lub mniej-
sze b³êdy przebiegów. W zwi¹zku z tym, tam gdzie w oparciu
o dane statystyczne s¹ analizowane trendy opracowano wiel-
k¹ liczbê metod wyg³adzania danych nie powoduj¹cych
deformacji przebiegów [11], przez co na ogó³ rozumie siê
nieistotnoœæ wnoszonych b³êdów. Obecnie s¹ rozwijane
bardziej zaawansowane metody estymacji funkcji regresji [2].
Nale¿y zauwa¿yæ, ¿e istot¹ wyg³adzania jest przekonanie
o zerowej wartoœci œredniej zak³óceñ w pewnym przedziale,
co bêdzie spe³nione je¿eli s¹ to zak³ócenia losowe lub oscy-
luj¹ce wokó³ po³o¿enia œredniego (równowagi) w dostatecz-
nie szerokim przedziale uœredniania, np. swobodne (bez strat)
oscylacje okresowe.

2. Wyg³adzanie i aproksymacja wykresu indyka-
torowego swobodnymi funkcjami ruchomymi

Metodê ruchomej aproksymacji wielomianami swobod-
nymi (bez wiêzów) opracowano niezale¿nie i zastosowano
do wyznaczania maksymalnych wartoœci szybkoœci narasta-
nia ciœnienia w systemach monitoruj¹co-diagnostycznych
t³okowych silników okrêtowych [6, 9, 10]. Metoda ta jest
znana jako filtr Savitzki-Golay’a [13]. W metodzie ruchomej
aproksymacji wielokrotnej funkcjami swobodnymi (MFF) w
ka¿dym przedziale danych i-tego punktu jest dokonywana
aproksymacja œredniokwadratowa i wyznaczane s¹ wspó³-
czynniki wielomianu aproksymuj¹cego z warunku minimum
funkcjona³u:
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gdzie: sqpi – suma kwadratów odchyleñ w przedziale i-tego

where: iy~ – measured values, 

iŷ

– the values from approxi-
mation , N – the size of the measurement set.

The relations between the measured values, real values
and the values obtained from the approximation are defined
by the following equality:

RiMiiRiii εεŷεyy~ ++=+= (3)
where: yi – the real value, εRi – the measurement error, εMi –
the model error.

Certain cases require additional tests if the distribution
of εRiis normal. If it is not verified excessive deviations can
appear significantly distorting the obtained model.

In formula (3) computational errors are neglected (limit
errors or the rounding errors [5]) which can also cause the
assumption of an improper model. Such effects can appear
in the whole interval approximation by polynomials of high
order and also by splines [7, 8 ] and waves [14].

To avoid those errors the whole range of data is divided
into smaller intervals of approximation which enables the
use of the polynomials of lower orders [12].

The approximation is mostly called the smoothing. Ral-
ton defined the notion of smoothing in the following way: if
the approximation keeps the information about the function
from the measurements and effaces the disturbances then
we can say that it smoothes (fits) the measurement data [12].
All methods of smoothing and approximation cause smaller
or greater errors of the function course. Because of that, in
the cases  when trends are analyzed based on the statistical
data a great number of methods of smoothing  data which do
not cause deformation (understood as neglectible errors)
are developed [11]. Nowadays the most advanced methods
of estimation is the regression function [2]. What is  more,
the essence of smoothing lies in the certainty as to the zero
value of the mean of disturbances in a certain interval which
can be satisfied if  we deal with random disturbances or
disturbances oscillating around the mean position (equilib-
rium) in a sufficiently wide interval, i.e. the free (without loss-
es) periodic oscillations.

2. Smoothing and approximation the indicator
diagram by the moving free functions

The method of the moving approximation by means of
the free polynomials (without constraints) has been devel-
oped independently and it has been used for determining
the maximum values of the pressure increase rate in the mon-
itoring-diagnostic systems of the marine piston engines [6,
9, 10]. The method is known as Savitzki-Golay filter [13]. In
the moving free functions method (MFF method) in every
range of data of the i-th point the least square approximation
is performed and the coefficients of the approximating poly-
nomial are determined from the minimum functional condi-
tion:
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where: sq pi – the sum of squares of deviations in the interval
of the I-th point of approximation, p – the multiple of approx-
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1) EGR  (Exhaust Gas Recirculation) – okreœlano jako stosunek maso-
wego strumienia recyrkulowanych spalin do sumy masowych strumie-
ni tych spalin i powietrza zasysanych do cylindra.

punktu aproksymacji, p – krotnoœæ powtórzeñ aproksymacji,
lpi, rpi – lewy i prawy koniec i – tego przedzia³u aproksymacji,

i0i y~ŷ =  – dane pomiarowe (p = 1).
W ka¿dym punkcie i jest wyznaczana wartoœæ przebiegu,

wartoœæ pierwszej pochodnej, a w razie potrzeby tak¿e war-
toœci drugiej i dalszych pochodnych oraz wartoœæ ca³ki. Krot-
noœæ aproksymacji jest tak dobierana ¿eby uzyskaæ zadawa-
laj¹ce przybli¿enie (wyg³adzenie) przebiegu.

Dla porównania w³aœciwoœci aproksymuj¹cych opraco-
wanych algorytmów oraz dla zobrazowania problemu obrób-
ki wykresów indykatorowych, w pracy pos³u¿ono siê prze-
biegami ciœnienia w cylindrze pc i na zaworze indykatorowym
pv, pomierzonymi jednoczeœnie na silniku œrednioobrotowym
Sulzer 6AL20/24 (rys. 2) na obci¹¿eniu znamionowym (n =
750 min-1), z rozdzielczoœci¹ k¹tow¹ 0,1°OWK i z 12 bitowym
kwantowaniem.

Widoczne na przebiegach pc i pv zak³ócenia i zniekszta³-
cenia nale¿¹ do najwiêkszych spoœród setek przypadków
wykresów indykatorowych pomierzonych na silnikach okrê-
towych ró¿nych typów. Zak³ócenia widoczne na przebiegu
ciœnienia pc s¹ nastêpstwem oddzia³ywania krótkiego (10 mm)

kana³u gazowego znajduj¹cego siê pomiêdzy czo³em czujni-
ka a przestrzeni¹ robocz¹ cylindra. Zak³ócenia obserwowane
na przebiegu pv s¹ wynikiem oddzia³ywania d³ugiego kana³u
gazowego i niekorzystnej konstrukcji zaworu indykatorowe-
go, co jest charakterystyczne dla œrednioobrotowych silni-
ków Sulzera typu AR i AL. Z tego powodu oprócz zafalowañ
wystêpuje du¿e opóŸnienie przebiegu pv w porównaniu z

imation replication, lpi, rpi – the left and right end of the I-th
interval of approximation, 0iŷ  – the measurement data

( i0i y~ŷ = for p=1).
In each point i the following are determined: the value of

the function course, the value of the first derivative and if
needed, the values of the second and further derivatives
and also the values of the integral. The multiple of approxi-
mation is chosen as to obtain the satisfied approximation
(smoothing) of the function course.

To compare the approximating properties of the devel-
oped algorithms and also to illustrate the problem of pro-
cessing of the indicator graphs the course of the pressure in
cylinder pc and in indicator valve pv were used which were
measured simultaneously on the mid-speed engine Sulzer
6AL20/24 (Fig. 2) with the rated load (n=750 min-1), angular
resolution 0,1o crankshaft rotation and amplitude resolution
12 bits.

The disturbances and distortions seen on the courses pc
and pv are the greatest among hundreds of cases of the indi-
cator graphs measured on the naval engines of various types.

The distortions seen on the course of pc are results of the
influence of short gas channel (10 mm) located between the
face of  sensor and the working space of the cylinder. The
disturbances observed during the course pv are the results
of the influence of long gas channel and a disadvantageous
design of the the indicator valve, which is characteristic of
the mid-speed engines Suzer – type AR and AL. Because of
that, instead of the distortion there is a significant delay of
pv in comparison with pc. To make the comparison easier the
diagram of pv was left translated with 2,5o ca in respect to the
diagram of pc.

Rys. 2. Porównanie wyników aproksymacji wykresów indykatorowych metod¹ MFF: p – ciœnienie, p’– pochodna ciœnienia pierwszego
rzêdu, pc’’– pochodna ciœnienia drugiego rzêdu, α – k¹t obrotu wa³u korbowego. Znaczenia indeksów: ... c – pomierzone w cylindrze, ... v –
pomierzone na zaworze indykatorowym, ... [F1] – jednokrotna aproksymacja ruchomym wielomianem 3 stopnia o szerokoœci przedzia³u

1°OWK, ... [F4] – 4 krotna aproksymacja ruchomym wielomianem 3 stopnia, ... [T] – pochodne uzyskane w wyniku aproksymacji ciœnienia pc
modelem termodynamicznym na odcinku sprê¿ania

Fig.2. The illustration of the results of approximation of the indicator  diagram using the method MFF: p – pressure, p’ –  the first
derivative of pressure, p’’ –  the second derivative of pressure, α – crank angle. The means of indexes: … c – for measurements in the

cylinder, … v – for measurements on the indicator valve, ... [F1] –  one-pass moving approximation by means of the polynomial of the third
order with the integral width 10 ca, ... [F4] – 4-pass moving approximation by means of a polynomial of third order,  ... [T] – derivatives

obtained by pressure approximation with using the thermodynamic model of compression
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przebiegiem pc. Dla u³atwienia porównañ wykres pv zosta³
przesuniêty w lewo wzglêdem wykresu pc o 2,5°OWK.

Przebiegi pochodnych ]1[Fcp′  i 

]1[Fvp′

(rys. 2) uzyskane w
wyniku 1-krotnej aproksymacji wielomianem 3 stopnia o d³u-
goœci 1°OWK (11 punktów pomiarowych) ilustruj¹ skalê trud-
noœci, które przychodzi pokonaæ wyznaczaj¹c pochodne z
prezentowanych wykresów indykatorowych. Przebiegi  po-
chodnych drugiego rzêdu nie zosta³y pokazane z uwagi na
ich ca³kowit¹ nieczytelnoœæ w tej skali zobrazowania. Wyg³a-
dzanie polegaj¹ce na zwiêkszaniu szerokoœci przedzia³u aprok-
symacji prowadzi w tym przypadku do niedopuszczalnych
zniekszta³ceñ przebiegu i pochodnych.

Wyznaczanie pochodnej pierwszego rzêdu z wykresu in-
dykatorowego nale¿y uznaæ za g³ówny problem obróbki z
uwagi na jej zastosowanie w analizie wywi¹zywania siê cie-
p³a. Dysponuj¹c adekwatnym i g³adkim przebiegiem pierw-
szej pochodnej nietrudno wyznaczyæ kolejne pochodne.

W przypadku niektórych wykresów indykatorowych za-
dowalaj¹ce wyniki mo¿e daæ zastosowanie aproksymacji wie-
lokrotnej (MFF). Wyg³adzone przebiegi ciœnieñ pc[F4] i pv[F4]
(rys. 2) uzyskano w wyniku 4 krotnej aproksymacji wielomia-
nem 2 stopnia o odpowiednio dobranym przedziale aproksy-
macji. Pochodne pierwszego rzêdu otrzymano aproksymuj¹c
przebieg wyg³adzony, a pochodne drugiego rzêdu otrzymano
aproksymuj¹c pochodne pierwszego rzêdu. Widoczne s¹
zafalowania pochodnej  

]4[Fcp ′′

 w pobli¿u punktu przejœcia
przez zero, co mo¿e prowadziæ do du¿ych b³êdów wyznacze-
nia po³o¿enia tego punktu. Zafalowania te mo¿na zmniejszyæ
zwiêkszaj¹c szerokoœæ przedzia³u aproksymacji, lecz zwiêk-
sza siê wtedy b³¹d nieadekwatnoœci modelu. Dla przebiegu
ciœnienia w cylindrze wartoœci te mieszcz¹ siê w przedziale
164,1–164,5°OWK w zale¿noœci od typu zastosowanego
obiektu aproksymacji i szerokoœci przedzia³u aproksymacji.
S¹ to ma³e wartoœci b³êdów w porównaniu z wartoœci¹
164,5°OWK uzyskan¹ w wyniku aproksymacji przebiegu pc
modelem termodynamicznym.

Jednak¿e dla zastosowanie modelu termodynamicznego,
konieczna jest znajomoœci po³o¿enia GMP, które jest na ogó³
poszukiwane. Szczególn¹ ostro¿noœæ nale¿a³oby przejawiæ
chc¹c wykorzystaæ miejsce zerowe drugiej pochodnej wy-
znaczanej na wykresie indykatorowym pomierzonym na za-
worze indykatorowym (rys. 2), gdzie jest widoczny prawie
p³aski przebieg pochodnej 

]4[Fvp′

 w przedziale do rozpoczê-
cia spalania, co mo¿e prowadziæ do znacznych b³êdów oce-
ny po³o¿enia miejsca zerowego drugiej pochodnej. Obrazuje
to jak trudno jest stworzyæ uniwersaln¹ metodê obróbki da-
nych, jako ¿e oczekiwania co do stopnia wyg³adzenia da-
nych prowadz¹ czêsto do sprzecznych wymagañ odnoœnie
parametrów aproksymacji.

Stosuj¹c MFF mo¿na uzyskaæ wystarczaj¹c¹ jakoœæ
aproksymacjê dla wielu przypadków wykresów indykatoro-
wych, zw³aszcza w przypadku wykresów indykatorowych
silników wolnoobrotowych.

To illustrate all the difficulties  which have to be over-
come in order to determine the derivatives from the indicator
diagram, Fig. 2 shows the courses of the derivatives 

]1[Fcp′

and 

]1[Fvp′

 determined  through the moving power polyno-
mial of third order with a symmetric interval of 1o crankshaft
rotation (11 measurement points). The courses of the deriv-
ative of the second order are not presented because of their
total illegibility in that scale. The smoothing that relies on
the increasing width of the approximating interval leads, in
that case, to unacceptable distortions of the derivatives and
courses.

Determining the derivative of the first order from the in-
dicator graph should be acknowledged as the main problem
of the processing because of its application in the analysis
of heat evolution. Having the proper and smooth course of
the first derivative it is easy to determine further derivatives.

In the case of certain indicator graphs, using the multiple
approximation (MFF) gives satisfactory results. The smoothed
courses of pc[F4] and pv[F4]  (Fig. 2) are obtained as a result of
quadruple approximation by means of the polynomial of the
second order with a proper approximation interval.

The derivatives of the first order are obtained by the
approximation of the smoothed course while the derivatives
of the second order are obtained by the approximation of the
derivatives of the first order. The fluctuation of 

]4[Fcp ′′

near
the zero level is seen, which can lead to big errors in deter-
mining the position of that point. This fluctuation can be
reduced by increasing the width of the approximation inter-
val but the error of inadequate model also increases.

In our case i.e. the course of the pressure in the cylinder
those values oscillate from 164,1–164,50 crankshaft rotation
depending on the type of  the used object of approximation
and the width of the approximation interval. Those errors are
small in comparison with the value of 164,5o crankshaft rota-
tion obtained as a result of approximation of the course pc by
means of the thermodynamic model.

However, the use of the thermodynamic model requires
the knowledge of the TDC position, which is generally
sought. A special care should be taken by using the zero of
the derivative of the second order determined in the indica-
tor diagram measured on the indicator valve (Fig. 2). We can
see an almost flat course 

]4[Fvp′

in the interval up to the on-
set of combustion. It can lead to big errors in evaluating the
position of the zero of the derivative of the second order.
Thus, we can see how difficult it is to create a universal
method of the data processing because our expectations as
to the degree of the data smoothing lead to contradictory
requirements of the approximation parameters.

Using the MFF a sufficient quality of the approximation
in lots of cases of the indicator diagram can be obtained,
particularly in the case of the indicator diagram of low-speed
engines.
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3. Ruchoma aproksymacja obiektami z wiêzami
Stosuj¹c najprostszy ruchomy obiekt aproksymuj¹cy w

postaci segmentu (wycinka) funkcji bez wiêzów nie mo¿na
na ogó³ uzyskaæ jednoczeœnie zadowalaj¹cego wyg³adzenia
i przybli¿enia funkcji.

Stosuj¹c ró¿ne metody ³¹czenia segmentów funkcji  tego
samego rodzaju lub odmiennych rodzajów mo¿na tworzyæ
obiekty aproksymuj¹ce o odpowiednich w³aœciwoœciach
wyg³adzaj¹cych i przybli¿aj¹cych. Autor artyku³u opracowa³
w³asn¹ metodykê tworzenia takich obiektów oraz opracowa³
dotychczas oko³o 30 obiektów aproksymuj¹cych wielomia-
nowych ró¿nych typów, przy których tworzeniu zastosowa-
no nastêpuj¹ce zabiegi:
–  dobór aproksymuj¹cej funkcji elementarnej,
–  aproksymacjê wielokrotn¹ (rekurencyjn¹),
–  ³¹czenie segmentów funkcji: sklejanie i nitowanie,
–  ³amanie funkcji,
–  symetriê i asymetriê przedzia³ow¹ i funkcji.

Przyjêto sta³oœæ cech obiektów w trakcie trwania danego
kroku aproksymacji zbioru danych. Natomiast w przypadku
aproksymacji wielokrotnej dopuszczono mo¿liwoœæ zmian
parametrów obiektu w kolejnym kroku aproksymacji. Nie sto-
sowano wag dla odchyleñ. Wystêpuj¹ one w sposób ukryty
w przypadku aproksymacji wielokrotnej i nak³adania siê wy-
cinków funkcji. Mo¿liwe jest tworzenie obiektów wykorzy-
stuj¹cych inne funkcje elementarne ni¿ wielomiany potêgo-
we, jak np. funkcje trygonometryczne czy wyk³adnicze, lecz
nie przynosi to korzyœci, pomijaj¹c przypadki, gdy przebiegi
s¹  opisywane funkcjami tego typu.

Je¿eli obiekt aproksymuj¹cy sk³ada siê z f segmentów
(wycinków) funkcji, to warunek minimum funkcjona³u dla i-
tego po³o¿enia ruchomego obiektu aproksymuj¹cego mo¿na
zapisaæ nastêpuj¹co:

, (5)

gdzie: f – liczba po³¹czonych segmentów funkcji, lpj, rpj –
lewy i prawy koniec przedzia³u segmentu j, z – oœ argumen-
tów, w – wiêzy.

Jest to wzór w oparciu o który w ka¿dym i-tym punkcie s¹
wyznaczane parametry funkcji, któr¹ wybrano jako model w
rozpatrywanym przedziale. Wzór (5) mo¿na uogólniaæ uzmien-
niaj¹c typ obiektu w ka¿dym kroku aproksymacji.

Ide¹ stosowania wzorów (1-5) jest poszukiwanie zadawala-
j¹cego przybli¿enia w oparciu o wiedzê fragmentaryczn¹ w
odniesieniu do ca³oœciowo nieznanego modelu matematycz-
nego przebiegu reprezentowanego przez dane.  Gdyby postaæ
modelu by³a znana, to wyznaczono by jego sta³e wykorzystu-
j¹c bezpoœrednio kryterium najmniejszych kwadratów.

We wzorze (5) nie zadeklarowano równoœci krañców prze-
dzia³ów, tzn. przyjêto, ¿e mo¿e zachodziæ lj+1 – rj ≠ 1, co ozna-
cza dopuszczenie dodatniego lub ujemnego przekrycia prze-
dzia³ów poszczególnych segmentów funkcji w obiekcie. W
przypadku wyst¹pienia przekrycia funkcji niektóre dane mog¹
byæ wykorzystywane dwukrotnie, a w drugim przypadku nie
wszystkie dane z wnêtrza obiektu s¹ uwzglêdniane dla wyzna-

3. The moving approximation by means of the
objects with constraints

Using the simplest moving approximating object in the
form of a segment (part) of a function without constraints it
is impossible to obtain a satisfactory smoothing and the
approximation of the function at the same time.

Using various methods of combining segments of the
function of the same type or of different types, we can create
approximating objects with suitable smoothing and approx-
imating properties. The author of this paper has developed
his own methodology of creating such objects and to date
he has developed about 30 approximating polynomial ob-
jects of various types. During the creation of those objects
the following actions were taken:
– choice of the elementary approximating function,
–  multiple (recurrent) approximation,
– connecting the segments of functions: gluing and rive-

ting,
– breaking of the functions,
– symmetry and asymmetry of intervals and of approxima-

ting functions.
It is assumed that the characteristics of the objects are

constant during a given step of the approximation of the
data set. However, in the case of the multiple approximation
the possibility of changes in the parameters of the object in
the next approximation step is allowed. The weights for the
deviations were not used. They appear in a disguised form
in multiple approximation and in the overlappnig of the seg-
ments of functions. It is possible to create the objects using
other elementary functions like trigonometric or exponential
functions but it is not beneficiary, neglecting the cases when
the courses are described by functions of those types.

If the approximating object consists of f segments (ele-
ments) of the function, then the condition of minimum of the
functional for the i-th position of the moving object can be
written as follows:






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

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=

=

=
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2
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pj

pj

(5)

where: f – the number of connected segments of the func-
tion, lpj , rpj – left , right ends of the interval of the segment j,
z – the axis of arguments, w – constraints..

On the basis of formula (5), in every i-th point, the param-
eters of the function chosen as a model are determined. (5)
can be generalized by varying the type of the object in any
phase of the approximation.

The main purpose of the use of the formulas (1-5) is find-
ing a satisfactory approximation on the basis of a partial
knowledge in respect to totally unknown mathematical mod-
el of the course represented by the data. If the form of the
model was known, its constants would be determined direct-
ly by means of the least  squares criterion.

In (5) the equality of the interval ends is not declared, i.e.
it assumes that lj+1 – rj ≠ 1 which means the assumption of
the positive or negative overlapping of the intervals of  seg-
ments of the function of the object. In the case an overlap-
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czenia danego punktu aproksymacji. Z tego te¿ wzglêdu w miej-
sce nazwy “funkcja” przyjêto nazwê “obiekt aproksymuj¹cy”.

3.1. Obiekty aproksymuj¹ce zbudowane
z funkcji ³¹czonych

Wyró¿niono dwa rodzaje ³¹czenia wycinków funkcji: skle-
janie i nitowanie. W wêz³ach (punktach) po³¹czeñ s¹ nak³a-
dane znane wiêzy w postaci: y(m) = idem, gdzie m – rz¹d po-
chodnej. Dla m = 0 zachodzi y(0) = y. Konieczne jest przy tym
spe³nienie oczywistego warunku co do liczby tych wiêzów z
uwagi na istnienie rozwi¹zañ równañ aproksymacji.

W pracy przyjêto, ze po³¹czenie sklejane dwóch funkcji
tego samego rodzaju w danym wêŸle j obiektu aproksymacji

wystêpuje wtedy, gdy zachodzi (m)
l

(m)
r 1jj

ywy
+

/  dla najmniej m=1

i jednoczeœnie zachodzi 
(m)
l

(m)
r 1jj

yy
+

= dla co najmniej m=2,

a przedzia³y funkcji yj i yj+1 nie przekrywaj¹ siê w tym punkcie,
tzn. zachodzi rj – lj+1 = 1. Dla wyst¹pienia po³¹czenia skleja-
nego dwóch funkcji ró¿nych rodzajów wystarczy spe³nienie
warunku drugiego. Symbol w/  oznacza warunek nieuwi¹zania
w odró¿nieniu od symbolu ≠, który nie ma tutaj znaczenia
to¿samego z nieuwi¹zaniem.

Je¿eli w punkcie po³¹czenia wystêpuje przekrycie funkcji
(rj – lj+1 ≠ 1), to takie po³¹czenie nazwano, dla odró¿nienia,
nitowanym. W szczególnoœci przekrycie mo¿e byæ ujemne.

Dokonany podzia³ wynika nie tylko ze skojarzeñ fizycz-
nych, lecz tak¿e z konsekwencji wynikaj¹cych dla opisu
matematycznego obiektu i jego rozwi¹zania w sensie wyzna-
czenia wspó³czynników obiektu oraz z ró¿ni¹cych siê w³aœci-
woœci aproksymuj¹cych.

Uniwersalnym terminem dla obydwóch typów po³¹czeñ
funkcji, a tak¿e dla funkcji ³amanych jest stosowana nazwa
funkcji giêtych (spline).

Na rysunku 3 pokazano schemat przyk³adu obiektu nito-
wanego powsta³ego przez znitowanie dwóch wycinków funk-
cji w trzech punktach.

Do analizy przebiegów wykorzystano obiekt nitowany o
symbolu [2R33] zbudowany z dwóch wielomianów 3 stopnia
po³¹czonych w 3 punktach (rys. 4) wiêzami równoœci funkcji
i obiekt typu mieszanego (sklejany i nitowany) o symbolu
[2CR3T], który zosta³ zbudowany z dwóch wielomianów 3
stopnia o przedzia³ach przekrywaj¹cych siê w wêŸle, gdzie 3
pochodna pozostaje nieuwi¹zana.

Wyniki aproksymacji z wykorzystaniem tych obiektów
pokazano na rysunku 4. Jak widaæ na rysunku 4 w przedzia-
³ach, gdzie wyniki pomiarów reprezentuj¹ funkcjê  o ma³o
zmieniaj¹cych siê parametrach wyniki wyg³adzania pokry-
waj¹ siê dla obiektów ró¿nych typów i dla ró¿nych parame-
trów zastosowanych obiektów.

3.2. Obiekty aproksymuj¹ce na bazie funkcji
³amanych

Kolejn¹ metod¹ nadania cech specjalnych obiektom
aproksymuj¹cych jest wprowadzenie wiêzów w postaci wspó³-
czynników wjm wnosz¹cych nieci¹g³oœæ pochodnych w wê-

ping of a function occurs, some of the data can be used
twice while in the second case not all the data from the inside
of the object are taken into account to determine the given
point of approximation. Because of that, instead of “func-
tion” the name of “ approximating object”is chosen.

3.1. The approximating objects built from the
connected functions

Two kinds of connecting (splining) the segments of the
function are distinguished: gluing and riveting. In the knots
(in the points) of connections known constraints are ap-
plied: y(m) = idem, where m denotes the order of the deriva-
tive and for m = 0 , y(0) = y holds. It is necessary to satisfy
the obvious condition concerning the number of those con-
straints because of the existence of the solutions of the ap-
proximation equations.

In the paper it is assumed that the gluing of two func-
tions of the same kind in a given knot (point) j of the approx-

imating objects exists only when 

(m)
l

(m)
r 1jj

ywy
+

/

 for a given m

and at the same time 
(m)
l

(m)
r 1jj

yy
+

=  holds for another given m,

and the intervals of the functions yj and yj+1 do not overlap
in that point, i.e. rj – lj+1 = 1 holds.

For the gluing of two various kinds of functions to occur
it suffices to satisfy the second condition. The symbol w/
means the condition of disconnection in contradiction to
the symbol ≠ which does not denote disconnection.

If, in the connecting point there is an overlap of the func-
tion (rj – lj+1 ≠ 1) then such connection is called riveting. In a
particular case the overlap can be negative.

That partition follows not only from the physical associ-
ations but from the mathematical description of the object
and its solution in the sense of determining the coefficients
as well.

Spline is the universal term for both of those types of
function connections.

Fig. 3 presents the scheme of a riveting  object formed
from riveting of two segments of the function in three points.

Rys. 3. Schemat obiektu aproksymuj¹cego nitowanego w trzech
punktach: y1(q1) = y2(q1), y1(q2) = y2(q2), y1(q3) = y2(q3)

Fig. 3. The scheme of the  riveting approximating object:
y1(q1) = y2(q1), y1(q2) = y2(q2), y1(q3) = y2(q3)

To analyze the courses a riveting object is used [2R33]
built from two polynomials of the 3rd order connected in 3
points (Fig. 3) by the constraints of equality of the function
as well as the object [2CR3T] of the mixed type (glued and
riveted) which was built from two polynomials of the 3rd or-
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z³ach, w wyniku czego uzyskiwane funkcje s¹ ³amane (giête).
Dla utworzenia w wêŸle j po³¹czenia typu ³amanego konieczne

jest by zachodzi³o  oraz (m)
1jjm

(m)
j ywy += dla naj-

mniej jednego m, gdzie 1≠jmw . W tym punkcie funkcje s¹
z za³o¿enia ci¹g³e, a wartoœci pochodnych, na które na³o¿o-
no ten warunek zmieniaj¹ siê skokowo, co powoduje za³ama-
nia funkcji w wêz³ach.

Tak zdefiniowane funkcje nie s¹ funkcjami sklejanymi,
dla których jest charakterystyczne wystêpowanie chocia¿-
by jednego nieuwi¹zania funkcji lub pochodnej. Zmieniaj¹c
wartoœci, znak i wzmacniaj¹c (t³umi¹c) pochodne mo¿na
kszta³towaæ w³aœciwoœci obiektów aproksymuj¹cych.

Schemat prostego obiektu aproksymuj¹cego bêd¹cego
funkcj¹ ³aman¹ (splainem) pokazano na rysunku 5.

Rys. 5. Przyk³ad ruchomego obiektu aproksymuj¹cego o strukturze

³amanej (spline): (0)
2

(0)
1 yy = , (m)

21
(m)
1 yy mw= , (0)

3
(0)
2 yy = ,

(m)
32

(m)
2 yy mw= , w1m, w2m – sta³e, j - numer wêz³a, m – numer

pochodnej
Fig. 5. En example of approximating object with broken structure

(spline): (0)
2

(0)
1 yy = , (m)

21
(m)
1 yy mw= , (0)

3
(0)
2 yy = ,

(m)
32

(m)
2 yy mw= , w1m, w2m – constants, j – knot number, m –

order of derivative

der with the intervals overlapping in that knot where the 3rd

derivative remains disconnected. The results of the approx-
imation using those objects are shown on Fig. 4.

As is seen in Fig. 4 in the intervals where the results of
the measurements represent the function for which the pa-
rameters slightly change the results of the smoothing are the
same for the objects of various types and for various param-
eters of the used objects.

3.2. The approximating objects in the base of
the broken functions

The next method of assigning special characteristics to
the approximating objects is introducing the constraints in
the form of the coefficients wjm. The derivatives are not con-
tinuous in those knots.  In order to make a connection of

broken type in the knots j, it is necessary that (0)
1j

(0)
j yy +=

and (m)
1jjm

(m)
j ywy +=  hold for at least  one m, where 1≠jmw .

In that point the functions are continuous and the values of
the derivatives on which the condition is imposed, change
in a discrete way, which causes a break-down of the function
in the knots.

Following the adopted definitions such defined func-
tions are not splines for which at least one disconnection of
the function or the derivative is characteristic. Changing the
sign and amplifying (damping) the derivatives we can form
the properties of the approximating objects.

The scheme of the simple approximating object which is
a broken function is shown in Fig. 5.

Fig. 6 presents the results of the approximation of the
courses of the pressures using the objects [9B2], [2B3], [3B4]
(Fig. 5).

Rys. 4. Porównanie wyników aproksymacji wykresów indykatorowych ruchomymi wielomianami sklejanymi i nitowanymi: p – ciœnienie,
p¢ – pochodna ciœnienia pierwszego rzêdu, a – k¹t obrotu wa³u korbowego. Znaczenia indeksów: ... c – pomiary w cylindrze, ... v – pomiary na

zaworze indykatorowym, ... [CR1] – aproksymacja obiektem sklejanym i nitowanym typu [2CR3T] dla pierwszych wartoœci parametrów
obiektu, ... [CR2] – aproksymacja obiektem sklejanym i nitowanym typu [2CR3T] dla drugich wartoœci parametrów obiektu, ... [R] – aproksyma-

cja obiektem nitowanym typu [2R33]
Fig. 4. The comparison of the results of approximation of the indicator diagrams by means of the moving glued  and riveted objects: p –

pressure, p¢ –  the first derivative of pressure, a – crank angle. The means of indexes: … c – for measurements in the cylinder, … v – for
measurements on the indicator valve, ... [CR1] –  4-pass moving approximation by means of the object [2CR3T] for the first values of object

parameters, ... [CR2] – as above, for the second values, ... [R] – the results of the approximation by means of the object [2R33]

Metodologia/Metodology Treatment of the indicator diagram using the moving approximating objects



47SILNIKI SPALINOWE, nr 1/2005 (120)

Na rysunku 6 pokazano wyniki aproksymacji przebiegów
ciœnieñ z wykorzystaniem obiektów typu [9B2], [2B3], [3B4]
(rys. 5).

W ka¿dym obiekcie zastosowano wiêzy ³amane w sto-
sunku do wszystkich pochodnych we wszystkich wêz³ach.

 4. Wybór obiektu aproksymuj¹cego i interpre-
tacja wyników aproksymacji

Jak wynika z porównania wyników aproksymacji pokaza-
nych na rysunkach 2; 4 i 6, podjêcie decyzji w oparciu o
kryteria statystyczne, które z przybli¿eñ jest najlepsze mo¿e
nastrêczaæ trudnoœci. Decyzja o tym, który z obiektów naj-
bardziej adekwatnie aproksymuje dane pomiarowe bêdzie
zale¿a³a wiêc w du¿ej mierze od znajomoœci fizyki zjawiska.
Dla wy³onienia najlepszego przybli¿enia danych mo¿e byæ
konieczne skorzystanie z zaawansowanej wiedzy o fizyce
procesu spalania. Podstaw¹ oceny jakoœci przybli¿enia w
rozpatrywanym przypadku bêdzie analiza jego dynamiki czy-
li w pierwszej kolejnoœci przebieg pochodnej pierwszego rzê-
du p¢, szczególnie w pobli¿u punktu samozap³onu i w prze-
dziale spalania.

Niezbêdne jest tak¿e zwrócenie uwagi na b³êdy wnoszo-
ne przez czujnik pomiarowy, uk³ad pomiarowy i metodê po-
miaru. W przypadku pomiarów okrêtowych wykonywanych
w dziedzinie czasu przebiegi mog¹ byæ zauwa¿alnie deformo-
wane przez zmiennoœæ i oscylacje prêdkoœci obrotowej wa³u
korbowego podczas ka¿dego obrotu, co nale¿y uwzglêdniaæ
interpretuj¹c wyniki analiz.

W przypadku wyst¹pienia du¿ych zak³óceñ o charakte-
rze nienormalnym mo¿e zajœæ koniecznoœæ ich usuwania z
danych pomiarowych stosuj¹c znane kryteria.

Dobranie odpowiednich obiektów aproksymuj¹cych do
obróbki przebiegów indyktorowych silników wolnoobroto-

The object denoted by [9B2] was made from 9 polynomi-
als of the 2nd order, the object denoted by [2B3] was made
from 2 polynomials of the 3rd order and the object denoted as
[3B4] was made from 3 polynomials of the 4th order. In each of
those objects broken constraints are used in respect to all
derivatives in all knots.

4. The choice of the approximating object and
interpretation of the approximation results

As follows from the comparison of the approximation
results presented in Fig. 2, 4, 6 making a decision as to which
approximation is the best  can  be difficult in respect to the
statistical criteria. That decision depends on physical knowl-
edge of the phenomenon. To choose the best data approxi-
mation it is necessary to apply an advanced knowledge of
combustion physics. In the considered case, the basis of the
quality of the approximation is the analysis of the dynamics
which means the course of a derivative of the first order
particularly near the self-ignition point and in the combus-
tion interval.

It is also necessary to pay attention to the error caused
by the measuring detector, the measuring system and the
measuring method. When the measurements are naval and
are made in the time domain the courses can be deformed by
the variability and the oscillations of the angular velocity of
the crankshaft during rotation.

In case large disturbances occur, it may be necessary to
remove them from the data using well known criteria. The
choice of the proper approximating objects for the process-
ing of the indicator graphs of the low-speed engines is the
easiest because of their smaller deformations through the
gas channels. In that case all the presented approximating
objects give almost the same results.

Rys. 6. Porównanie wyników aproksymacji wykresów indykatorowych ruchomymi wielomianami ³amanymi : p – ciœnienie, p¢ – pochodna
ciœnienia pierwszego rzêdu, a – k¹t obrotu wa³u korbowego. Znaczenia indeksów:  ... c – pomiary w cylindrze, ... v – pomiary na zaworze
indykatorowym, ... [9B2]  – 4 krotna aproksymacja 9 cz³onowym wielomianem 2 stopnia, ... [2B3] – 4 krotna aproksymacja 2 cz³onowym

wielomianem ³amanym 3 stopnia, ... [3B4] – 4 krotna aproksymacja 3 cz³onowym wielomianem ³amanym 4 stopnia
Fig. 6. The comparison of the results of approximation of the indicator diagram by moving broken polynomials: p – pressure, p¢ –  the first

derivative of pressure, a – crank angle. The means of indexes: ... c – for measurements in the cylinder, ... v – for measurements on the
indicator valve, ... [9B2] – 4-pass moving approximation by means of a 7-segment polynomial of 2nd order, ... [2B3] – 4-pass moving approxima-
tion by means of a 2-segment polynomial of 3rd order, ... [3B4] – 4-pass moving approximation by means of a 3-segment polynomial of 4th

order
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wych jest znacznie ³atwiejsze z uwagi na ich na ogó³ du¿o
mniejsze zdeformowanie przez kana³y gazowe. W przypadku
takich wykresów wszystkie zaprezentowane obiekty aprok-
symuj¹ce mog¹ daæ prawie identyczne wyniki.

5. Wyznaczanie i analiza przebiegów resztowych
Nie zawsze przedmiotem zainteresowania jest wyg³adzo-

ny w nastêpstwie aproksymacji przebieg czy jego pochod-
ne. Np. w diagnostyce przedmiotem zainteresowania s¹ czê-
sto zak³ócenia przebiegu podstawowego, stanowi¹c Ÿród³o
informacji diagnostycznej. Nawet w rozpatrywanym przypad-
ku zak³ócenia w postaci oscylacji mog¹ stanowiæ Ÿród³o in-
formacji, np. o zakresie deformacji przebiegu przez kana³ ga-
zowy czy o czystoœci kana³u gazowego.

Na rysunku 7 pokazano przebiegi resztowe odchyleñ uzy-
skane po pierwszym i po czwartym (ostatnim) kroku wyg³adza-
nia z zastosowaniem obiektu aproksymuj¹cego typu [3B4].

Zak³ócenia ∆pcr01 i ∆pvr01 s¹ zak³óceniami wysokoczêsto-
tliwoœciowymi wnoszonymi przez czujniki pomiarowe,
przetworniki analogowo-cyfrowe i uk³ady pomiarowe. W prze-
dziale spalania daj¹ siê zauwa¿yæ znacz¹ce ró¿nice pozio-
mów zak³óceñ ∆pcr1 w porównaniu z poziomem zak³óceñ
∆pvr1, czego przyczyn¹ mog¹ byæ ró¿ne miejsca pomiaru jak
i ró¿ne typy czujników u¿yte do pomiaru ciœnienia. Przebieg
pc pomierzono czujnikiem firmy Optrand, a przebieg pv czuj-
nikiem firmy Kistler.

Reszty ∆pcr14 i ∆pvr14 s¹ oscylacjami wnoszonymi przez
kana³y gazowe poœrednicz¹ce pomiêdzy cylindrem, a czujni-
kami ciœnienia.

6. Podsumowanie i wnioski
W sytuacji kiedy postaæ modelu matematycznego repre-

zentowanego przez dane pomiarowe nie jest znana lub znana

5. Determining and analysis of the residual
courses

The smoothed course or its derivatives are not always
the main goal. In diagnostic we are often interested in distur-
bances of the basic courses, being the source of diagnostic
information.

Even in the considered case, the disturbances in the form
of oscillations can inform about the range of deformation of
the course through the gas channel or about the purity of
the gas channel.

Fig. 7 shows the residual courses of the deviations ob-
tained after the first and the last step of the smoothing using
the approximated object of [3B4] type.

∆pcr01 and ∆pvr01  are high frequency disturbances  caused
by pressure sensors, A/D converter and the measuring sys-
tems. In the combustion interval we can notice significant
differences of the disturbance levels ∆pcr01 in comparison

with ∆pvr01. It can be caused by different measurement loca-
tions and various types of sensors used in the pressure
measurements. The pc course was measured by the Optrand
sensor while pv was measured by Kistler.

The residuals ∆pcr14 and ∆pvr14 are oscillations caused
by the gas channels between the cylinder and the sensor.

6. Conclusions
When the form of the model represented by the measur-

ing data is unknown or partially known, as is in the case of
the indicator diagram, it is required to use the moving ap-
proximation interval. The operation enables us to decrease
the model errors.

The required quality of the data approximation can be
obtained by an adequate formation of the properties of the
approximating objects i.e. by means of a selection of the

Rys. 7. Przebiegi odchyleñ resztowych uzyskanych w wyniku ruchomej aproksymacji przebiegów indykatorowych obiektem typu [3B4]: ∆p
– odchylenie resztowe (zak³ócenie), α – k¹t obrotu wa³u korbowego. Znaczenia indeksów: ... c – pomiary w cylindrze, ... v – pomiary na

zaworze indykatorowym, ... r01 – odchylenia resztowe po pierwszej aproksymacji, ... r14 – sumaryczne odchylenia resztowe po nastêpnych 3
powtórzeniach aproksymacji

Fig. 7. The runs of the residual deviations obtained as a result of the moving approximation of the indicator graphs by the [3B4] object: ∆p
– residual deviations, α – crank angle. The means of indexes: ... c – for measurements in the cylinder, ... v – for measurements on the indicator
valve, ... r01 –  the residual deviations after the 1st pass of approximation, ... r14 – the residual deviations after the next 3 passes of approxima-

tion
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tylko czêœciowo, jak w przypadku wykresu indykatorowego,
celowe jest stosowanie ruchomego przedzia³u aproksymacji,
co umo¿liwia zmniejszenie b³êdów modelu.

Po¿¹dana jakoœæ aproksymacji danych mo¿e byæ uzyski-
wana przez odpowiednie kszta³towanie w³aœciwoœci obiektów
aproksymuj¹cych, np. przez wybór typu funkcji elementar-
nych, dobór przedzia³u aproksymacji, aproksymacjê wielo-
krotn¹, ³¹czenie wycinków funkcji z zastosowaniem wiêzów
giêtych: sklejanych, nitowanych i ³amanych, asymetriê prze-
dzia³u aproksymacji i rodzaju funkcji. Mo¿e byæ tak¿e brane
pod uwagê zastosowanie funkcji wagowych, czego w pracy
nie uwzglêdniono.

Stosowanie ró¿nego typu obiektów aproksymuj¹cych
mo¿e prowadziæ do porównywalnych wyników aproksyma-
cji, co wynika z porównania rysunków nr 2, 4 i 6.

Ruchome obiekty aproksymuj¹ce umo¿liwiaj¹ nie tylko
wyg³adzenie przebiegu, lecz tak¿e wyznaczenie pochodnych
i ca³ek wykresu indykatorowego. W szczególnoœci mo¿na
dokonywaæ dekompozycji zak³óceñ bez uciekania siê do
transformaty Fouriera lub filtrów falkowych.
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